Affine Abbildungen und reguläre Matrizen
Nicht alle Abbildungen, die durch die Matrix-Vektor-Gleichung beschrieben werden, erfüllen die beiden Eigenschaften, die von affinen Abbildungen gefordert werden. Insbesondere wird die Umkehrbarkeit nur dann erfüllt, wenn die zugehörigen Matrizen eine bestimmte Eigenschaften erfüllen. Dies Eigenschaft soll jetzt hergeleitet werden.

Beispiel für eine nicht-affine Abbildung.

Sei 
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. Dann ist das Bild des abgebildeten Quadrats eine Strecke auf der 1.Winkelhalbierenden. Hierbei werden verschiedene Punkte des Quadrats auf gleiche Punkte abgebildet: die Umkehrbarkeit (zu jedem Bildpunkt findet man den einen Urbildpunkt) ist verletzt.
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[image: image42.emf]
Man kann sogar zeigen, dass alle Punkte, die auf einer Geraden senkrecht zur 1. Winkelhalbierenden liegen, auf den gleichen Bildpunkt abgebildet werden.
(Eine schöne Aufgabe!!!)

Kriterium für die Umkehrbarkeit

Sei 
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 Bildpunkt  zum Urbild  
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 die Abbildungsmatrix, der Einfachheit halber sei 
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. Wir berechnen aus den Koordinaten des Bildpunktes P´ die Koordinaten des Urbilds P:

Es ist 
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. Die Vektor-Matrix-Gleichung schreiben wir als lineares Gleichungssystem:
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Zunächst soll 
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berechnet werden. Wir wenden das Additionsverfahren an und multiplizieren die erste Gleichung mit 
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, die zweite mit 
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und addieren beide: 
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Um 
[image: image15.wmf]1
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zu erhalten, muss man durch die Klammer dividieren. Dies geht genau dann, wenn die Klammer, also der Ausdruck 
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ist. Damit haben wir das Kriterium für die Umkehrbarkeit herausgefunden. Dieser Ausdruck bestimmt also, ob die Abblidung und auch die Matrix umkehrbar ist. Man nennt diesen Ausdruck die Determinante von A

Det(A) = 
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Für 
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ergibt sich also
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oder 
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Aufgabe: Führe das gleiche Verfahren für 
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aus und zeige, dass gilt:
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oder 
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(Achte beim Vergleich deiner Lösung mit der angegebenen, dass die Nenner unterschiedlich sein können)
Wir leiten jetzt her, wie man die Umkehrabbildung mit der sogenannten inversen Matrix A-1  zur Matrix A beschreiben können. 

Die inverse Matrix liefert für den Bildvektor 
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den zugehörigen Urbildvektor 
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, es muss also gelten: 
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, so bedeutet das
[image: image28.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

´

´

2

1

2

1

x

x

f

e

d

c

x

x

, oder


[image: image29.wmf]´

´

2

1

1

x

d

x

c

x

×

+

×

=

  und 

[image: image30.wmf]´.

´

2

1

2

x

f

x

e

x

×

+

×

=

 
Wenn wir die oben hergeleiteten Gleichungen für 
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 etwas anders schreiben, können wir c,d,e und f ablesen. Aus 

[image: image33.wmf]´

)

(

´

)

(

2

1

1

2

1

x

A

Det

b

x

A

Det

b

x

-

+

=

und

[image: image34.wmf]´

)

(

´

)

(

2

1

1

2

2

x

A

Det

a

x

A

Det

a

x

+

-

=



ergibt sich: 
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Damit können wir festhalten, wann eine Matrix A eine affine Abbildung beschreibt.

Eine Matrix 
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 beschreibt eine affine Abbildung, wenn 
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Dann ist die Matrix auch invertierbar. Man nennt invertiere Matizen auch reguläre Matrizen.
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